


Министерство науки и высшего образования Российской Федерации

НОВОСИБИРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ
______________________________________________________________________

А. В. КРАВЧЕНКО, М. В. ШВИДЕФСКИ 

УНИВЕРСАЛЬНАЯ АЛГЕБРА 

И ТЕОРИЯ РЕШЕТОК

Утверждено Редакционно-издательским советом 
университета в качестве учебного пособия

НОВОСИБИРСК
2019



УДК 512.57+512.565](075.8) 
        К772 

 

Рецензенты:  

академик РАН С.С. Гончаров, 
канд. физ.-мат. наук М.С. Шеремет  

 

 

Работа подготовлена на кафедре алгебры и математической логики  

НГТУ для студентов и аспирантов, интересующихся алгеброй  

и математической логикой 
 

 
 

Кравченко А.В. 
К772         Универсальная алгебра и теория решеток: учебное пособие / 

А.В. Кравченко, М.В. Швидефски. – Новосибирск: Изд-во 

НГТУ, 2019. – 75 с. 
 

 

 

            ISBN 978-5-7782-4061-2 
 

 

 

 

В пособии изложены основы универсальной алгебры и теории ре-

шеток, разделов математики, находящихся на стыке алгебры и математи-

ческой логики. От читателя требуется владение основами алгебры в рам-

ках курса «Линейная алгебра», читаемого на I курсе всех факультетов 

НГТУ.  
 

 

 

 

 

 

 
УДК 512.57+512.565](075.8) 

 

ISBN 978-5-7782-4061-2                              ©  Кравченко А. В., Швидефски М. В., 2019 
© Новосибирский государственный  

технический  университет, 2019 



Îãëàâëåíèå

Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Ãëàâà 1. Íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ðåøåòîê . . . . . . . . . . . . . . 7
1. Îïðåäåëåíèÿ ðåøåòîê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2. Íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîíÿòèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3. Îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
4. Äèñòðèáóòèâíûå è ìîäóëÿðíûå ðåøåòêè . . . . . . . . . . . . . . 22

Ãëàâà 2. Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû. . . 29
1. Ãîìîìîðôèçìû àëãåáð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2. Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3. Ïîäïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4. Êîíãðóýíöèè ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5. Êîíãðóýíö-ñâîéñòâà è óñëîâèÿ Ìàëüöåâà . . . . . . . . . . . . . 40
6. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
7. Ïðÿìûå è íàäïðÿìûå ïðåäåëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Ãëàâà 3. Àêñèîìàòèçèðóåìûå êëàññû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
1. Ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ è ïîðÿäîê íà íåé. . . . . . . . . . . . . 59
2. Õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîãîîáðàçèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3. Êâàçèêîìïàêòíûå êëàññû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4. Õàðàêòåðèçàöèÿ êâàçèìíîãîîáðàçèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5. Êâàçèìíîãîîáðàçèÿ è íåâëîæèìîñòü . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
6. Àíòèìíîãîîáðàçèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì . . . . . . . . . . . . 71

3





Ââåäåíèå

Îñíîâíûì ìåòîäîì óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ âûäå-
ëåíèå îáùèõ ýëåìåíòîâ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
îáúåêòîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò âèäåòü îáùèå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóê-
öèè è åäèíîîáðàçíî ôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèÿ, èçâåñòíûå â
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ êàê òåîðåìû î ãðóïïàõ, êîëüöàõ èëè äðóãèõ
êëàññè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Âàæíûì øàãîì äëÿ ðàçâèòèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ÿâè-
ëîñü îïðåäåëåíèå Ãàððåòòîì Áèðêãîôîì àáñòðàêòíûõ àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 0.1. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî. Íàçîâåì åãî íîñèòåëåì ñèñòåìû. Ïóñòü L = F∪R� ìíî-
æåñòâî ñèãíàòóðíûõ ñèìâîëîâ, ò. å. èìåí îïåðàöèé è îòíîøåíèé
íà A. Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì f ∈ F ñâÿæåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî
(âîçìîæíî, íîëü), à ñ êàæäûì ýëåìåíòîì r ∈ R � ïîëîæèòåëü-
íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òàêîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ àðíîñòüþ (èëè
ìåñòíîñòüþ) ñèìâîëà è ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè èëè îòíî-
øåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî f ∈ F îïðåäåëèì ôóíêöèþ fA : An → A,
à äëÿ êàæäîãî r ∈ R � îòíîøåíèå rA ⊆ An, ãäå n � àðíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìâîëà.

Ìíîæåñòâî A ñ îïðåäåëåííîé íà íåì ñòðóêòóðîé {fA : f ∈
F}∪{rA : r ∈ R} íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé è îáîçíà-
÷àåòñÿ A èëè (A;σ).

Ýòî ñîâðåìåííîå îáùåïðèíÿòîå îïðåäåëåíèå íåçíà÷èòåëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî (íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå Áèðêãîôà äî-
ïóñêàëî ÷àñòè÷íûå îïåðàöèè è îïåðàöèè áåñêîíå÷íîé àðíîñòè, à
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ñèãíàòóðà ïðåäïîëàãàëàñü àëãåáðàè÷åñêîé, ò. å. íå ñîäåðæàùåé
ñèìâîëîâ îòíîøåíèé).

Îïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì îêàçûâà-
þòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îïðåäåëåíèÿ 0.1:

ãðóïïîèäû � ýòî ñèñòåìû ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ·;
ïîëóãðóïïû � ýòî ãðóïïîèäû ñ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé ·;
ìîíîèäû � ýòî ñèñòåìû ñèãíàòóðû {·2, 1} òàêèå, ÷òî (A; ·) �

ïîëóãðóïïà, à 1 � êîíñòàíòà äëÿ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà;
ãðóïïû � ýòî ñèñòåìû ñèãíàòóðû {+2,−1, 0} ñ àññîöèàòèâíîé

áèíàðíîé îïåðàöèåé +, óíàðíîé îïåðàöèåé − âçÿòèÿ îáðàòíîãî
ýëåìåíòà âûäåëåííûì ýëåìåíòîâ (êîíñòàíòîé) 0 äëÿ íåéòðàëü-
íîãî ýëåìåíòà;

êîëüöà � ýòî ñèñòåìû ñèãíàòóðû {+2, ·2,−1, 0} òàêèå, ÷òî
(A; +,−, 0) � àáåëåâà ãðóïïà, (A; ·) � ïîëóãðóïïà, è âûïîëíÿ-
þòñÿ ïðàâûé è ëåâûé çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ;

ìîäóëè íàä êîëüöàìè, ðåøåòêè, áóëåâû àëãåáðû, ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ãðàôû è ò. ä.

Â ãëàâå 1 ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè,
âîçíèêàþùèìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Ýòî ðåøåòêè.
Îíè ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü èåðàðõèè îáúåêòîâ (ðåøåòêè ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, ðåøåòêè çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ, ðåøåòêè êîíãðóýí-
öèé è ò. ï.) è, êàê ìíîãèå êëàññè÷åñêèå àëãåáðû, îáëàäàþò äî-
ñòàòî÷íî èíòåðåñíîé ñòðóêòóðíîé òåîðèåé.

Â ãëàâå 2 ìû âåðíåìñÿ ê ïðîèçâîëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì ñè-
ñòåìàì è ïîçíàêîìèìñÿ ñ îáùèìè ïîíÿòèÿìè ïîäñèñòåìû, èçî-
ìîðôèçìà, ãîìîìîðôèçìà, ïðîèçâåäåíèé è ïðåäåëîâ ñèñòåì. Ýòè
îñíîâíûå êîíñòðóêöèè ïðèâîäÿò ê ïîíÿòèþ îïåðàòîðîâ íà êëàñ-
ñàõ ñèñòåì è ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü êëàññû, àêñèîìàòèçèðóåìûå
ôîðìóëàìè ñïåöèàëüíûõ âèäîâ.

Â ãëàâå 3 ìû âñòðåòèìñÿ ñ õîðîøî èçó÷åííûìè ñïåöèàëüíû-
ìè àêñèîìàòèçèðóåìûìè êëàññàìè (ìíîãîîáðàçèÿìè è êâàçèì-
íîãîîáðàçèÿìè) è ïîçíàêîìèìñÿ ñ îïèñàíèÿìè òàêèõ êëàññîâ â
òåðìèíàõ çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ è ñ ïîìîùüþ
ïðåäëîæåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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