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Г Л А В А  1  

ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

1.1. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

Этот раздел играет вспомогательную роль и посвящается определе-
нию понятий, определителей и рассмотрению некоторых их свойств. 
 

1.1.1. ПОНЯТИЕ МАТРИЦЫ 

1. Матрицей называется прямоугольная таблица, составленная из 
чисел. Если матрица содержит m строк и n столбцов, то будем гово-
рить, что матрица имеет размерность m × n. Если число строк матрицы 
равно числу ее столбцов, то матрица называется квадратной. В этом 
случае вместо термина «матрица размера n × n», как правило, упо-
требляется термин квадратная матрица порядка n. Числа, из которых 
составлена матрица, называются элементами матрицы. Ниже приве-
дён пример матрицы размерности 2 × 3: 

2   5   2

0   0,5    
А

 
 
  

. 

Отметим, что в записи матрицы мы не проводим линии, отделяю-
щие одну строку от другой и один столбец от другого. Слева и справа 
матрица ограничивается круглыми скобками. В приведенном примере 
элементы матрицы А – это числа 2, –5, 2 , 0, 0,5,  . 

Для обозначения элементов матриц применяется двойная индекса-
ция. Так, произвольная матрица размера 2 × 3 обозначается следую-
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щим образом: 
11 12 13

21 22 23

       

      

a a a
А

a a a

 
   
 

. Первый индекс элемента означает 

номер строки (они считаются сверху вниз), а второй индекс – номер 
столбца (считаются слева направо). Заметим, что запись ija  означает, 

что этот элемент в матрице расположен на пересечении i-й строки и 
j-го столбца матрицы A. 

Две матрицы называются равными, если они имеют одинаковую 
размерность, и элементы, стоящие на соответствующих местах, совпа-
дают. 

1.1.2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 

Рассмотрим произвольную квадратную матрицу второго порядка: 

11 12

21 22

   

     

a a
А

a a

 
   
 

. Определителем этой матрицы называется число, рав-

ное значению 
11 12

11 22 12 21
21 22

a      a
det

a     a
А a a a a     . Например, det А 

3     2
3 1 ( 2)4 3 8 11

4      1


        . 

Элементы 11 22a a  – образуют главную диагональ квадратной мат-

рицы второго порядка, а элементы 12 21a a  – ее второстепенную диа-
гональ. Таким образом, определитель второго порядка равен произве-
дению элементов, стоящих на главной диагонали, минус произведение 
элементов, стоящих на второстепенной диагонали. 

1.1.3. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА. 

Определение. Определителем матрицы третьего порядка назы-
вается число, равное значению: 

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31

12 21 33 11 23 32

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a
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либо 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

         

det          .

         

a a a

А a a a A

a a a

   Например, 

  2   1     3

det 3     1     4

  5     2   2

А



  



 

4 20 18 15 6 16 67         . 
Формул для вычисления определителя третьего порядка несколько. 

Одна из них – правило треугольника, которое заключается в следую-
щем: со знаком «плюс» берется произведение элементов, образующих 
главную диагональ, и элементов, образующих треугольники с основа-
ниями, параллельными главной диагонали; со знаком «минус» – про-
изведение элементов, образующих второстепенную диагональ, и эле-
ментов, образующих треугольники с основаниями, параллельными 
второстепенной диагонали. Другой способ, например, способ разложе-
ния определителя по одной из строк либо столбцов: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

         

det          

         

a a a

А a a a

a a a

   

22 23 21 23 21 22
11 12 13

31 3232 33 31 33

         
.

         

a a a a a a
a a a

a aa a a a
      

Это равенство соответствует разложению определителя по первой 
строке. При этом знак перед каждым из слагаемых совпадает со знаком 

числа ( 1)i j , где i  – номер строки, j  – номер столбца (например: 
1 2 3( 1) ( 1) ( 1) 1i j        . 

1.2. ВЕКТОРЫ. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ.  
ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ 

1.2.1. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРА, ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ 

Наряду со скалярными величинами (длина отрезка, величина угла, 
площадь, объем и т. д.) существуют такие величины, как перемещение, 
скорость, ускорение, материальные точки, момент силы, для которых 
необходимо задать не только величину, но и направление. 
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 Вектор – направленный отрезок. 

Обозначения: , , , ...S f AB  и т. д.  

                            В                                     В 

  А                                                                  А  

А (.) A – начало вектора; 
(.) В – конец вектора. 

 Длиной вектора AB  называется расстояние от начала (.) А до 

конечной (.)В: 2 2 2( ) ( ) ( ) .B A B A B AАВ x x y y z z       

 Векторы называются коллинеарными, если они расположены на 
параллельных прямых или на одной прямой. 

Коллинеарные векторы могут иметь или одинаковые направления, 
или противоположные. 
 

Обозначение: a b  

Два вектора называются равными, если они удовлетворяют условиям: 

1) векторы имеют одинаковую длину a b ; 

2) коллинеарные a b ; 

3) имеют одинаковое направление и обозначаются a b . 
Векторы, зависящие от точки приложения (точки начала вектора), 

называются связанными. 
 Векторы, не зависящие от точки приложения, называются сво-

бодными. 
В дальнейшем рассматриваем только свободные векторы. 
Линейные операции: сложение, вычитание, умножение вектора на 

действительное число. 

Суммой векторов а  и b  называют вектор с , идущий из начала 

вектора а  в конец вектора b . 
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а) правило треугольника; б) правило параллелограмма 

 

с
с

аа  

b b

 
в) правило многоугольника 

 

 

 

 

1a  
2a  

3a  

4a

5a  
1 2 3 4 5c a a a a a      

с   
Если начало вектора совпадает с точкой его конца, то такой вектор 

называется нулевым. 
В частности 0AB BA AB BA     . 

Свойства операции сложения 

 
  

1) a b b a    (коммутативность); 
2) ( ) ( )а b с а b с      (ассоциативность). 

Разностью а b  двух векторов а  и b  называют такой вектор с , 
который в сумме с вектором (вычитаемым) b  дает вектор (уменьшае-
мый) а . 

Произведением а  вектора а  на действительное число   назы-
вается вектор, коллинеарный вектору а  и имеющий длину, равную 
произведению а , и направление или совпадающее с направлением 
вектора a  (если 0  ), или ему противоположное (если 0  ). 

 Если 0,  1  , то вектор а  есть вектор а , растянутый в 
  раз. 
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 Если 0, 1    , то а  – вектор а  сжатый в   раз и имею-
щий то же направление, что исходный вектор. 

 Если 0, 1   , то вектор a  – вектор a , растянутый в   
раз и обратно направленный. 

 Если 0, 1   , то а  – вектор а , сжатый в 
1


 раз и обрат-

но направленный. 
Свойства операций a : 

1) ( )а b а b      – дистрибутивность относительно суммы 
векторов; 

2) ( )а а а     – дистрибутивность относительно суммы 
чисел; 

3) ( ) ( )а а     – ассоциативность числовых сомножителей. 

Условие коллинеарности двух векторов. Орт вектора 

Теорема. Векторы a  и b  коллинеарны  , когда существует та-

кое число  , что имеет место равенство a b  . 
 Если вектор имеет при выбранном масштабе длину, равную еди-

нице, то он называется единичным вектором или ортом, т. е. 0 а
a

а
  

или: 0а aа  . 

Пример. Каким условиям должны удовлетворять векторы a  и b , 

чтобы вектор ( )а b  делил угол между ними пополам? 

( )а b  – это диагональ параллелограмма, построенного на а  и b . 
Но диагональ делит угол пополам лишь в случае, если параллелограмм 
есть ромб. Откуда следует, что а b . 

Линейной комбинацией векторов 1 2 3, , , , na a a a называется сумма: 

1 1 2 2 3 3 n na a a a         , 

где i  – любые действительные числа. 
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Векторы 1 2 3, , , , na a a a  называются линейно зависимыми, если 

существуют такие вещественные числа 1 2 3, , , , n    , одновремен-

но не равные нулю: 2 2 2 2
1 2 3 0n      , такие что 1 1a  

2 2 3 3 0n na a a        .  
Если векторы не являются линейно зависимыми, то они линейно 

независимы. 

Свойства линейно зависимой совокупности векторов 

Свойство 1. Если среди векторов 1 2 3, , , , na a a a  есть нулевой 
вектор, то эта совокупность линейно зависима. 

Следствие 1. Линейно независимая совокупность векторов не мо-
жет содержать нулевого вектора. 

Свойство 2. Если к линейно зависимой совокупности векторов 
присоединить несколько векторов, то расширенная совокупность век-
торов также линейно зависима. 

Следствие 2. Любая часть линейно независимой совокупности 
векторов будет линейно независимой. 

1.2.2. УСЛОВИЕ ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ И ЛИНЕЙНОЙ  
НЕЗАВИСИМОСТИ ВЕКТОРОВ НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ 

ТЕОРЕМА. Два вектора на плоскости линейно зависимы    они 
коллинеарны. 

ТЕОРЕМА. Три вектора в пространстве линейно зависимы   они 
компланарны. 

ТЕОРЕМА. Любые четыре вектора в пространстве линейно зави-
симы. 

Следствие. Каковы бы ни были три некомпланарных вектора 
, ,а b с , для любого вектора d  существуют d а   b с    . 
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1.2.3. РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРА ПО БАЗИСУ.  
КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА В БАЗИСЕ.  

ДЕКАРТОВА СИСТЕМА КООРДИНАТ.  
ПРОЕКЦИЯ ВЕКТОРА НА ОСЬ 

Запишем указанные выше равенства о представлении любого век-
тора с , лежащего в одной плоскости с неколлинеарными векторами а  

и b , в виде их линейной комбинации: 

 с а b   , 

а также для некомпланарных векторов: 

 .d а b с       

Пусть L  – некоторое множество векторов. Совокупность векторов 

1 2 3, , , , ne e e e L  называется базисом на множестве L , если выпол-
нены следующие условия: 

1) векторы 1 2 3, , , , ne e e e L  – линейно независимы; 

2) любой вектор a L можно представить в виде линейной комби-
нации по данным векторам: 

1 1 2 2 3 3 n na e e e e         ; 

3) векторы 1 2 3, , , , ne e e e L  – упорядочены. 

При этом выражение 1 1 2 2 3 3 n na e e e e          называ-

ется разложением вектора а  по базису 1 2 3, , , , ne e e e L . 

 Числа 1 2 3, , , , n     называются координатами вектора а   
в данном базисе. 

ТЕОРЕМА. Разложение любого вектора а  по данному базису 
единственно. 

ТЕОРЕМА. При сложении векторов а  и b  их соответствующие 
координаты складываются. При умножении вектора на число коорди-
наты вектора умножаются на это же число. 

Осью e  называется прямая, на которой выбрано положительное 
направление и единица длины (масштаб). 
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Декартова система координат 

Геометрическое построение разложения вектора по базису на плос-
кости или в пространстве приводит к построению параллелограммов 
или параллелепипедов. Естественным становится выбор в качестве ба-
зисных векторов таких векторов, которые попарно перпендикулярны и 
имеют длины, равные единице, т. е. 1 2 2 3 2 3,   ,   e e e e e e    и 

1 2 3 1e e e   , векторы , ,i j k  – упорядочены. Тогда орты , ,i j k  об-

разуют базис декартовой системы координат. 

  

Правая система координат  Левая система координат 

Условие равенства и коллинеарности векторов  
в координатной форме 

ТЕОРЕМА. Два вектора 1 1 1{ , , }а      и 2 2 2{ , , }b      равны 
 , когда их координаты равны: 1 2 1 2 1 2,   ,             . Два векто-
ра коллинеарны   соответствующие координаты пропорциональны: 

1 1 1

2 2 2

  
 

  
. 

Векторное пространство 

Векторное пространство есть множество произвольных элемен-
тов, называемых векторами, удовлетворяющее аксиомам векторного 
пространства. 

1. Для любых векторов а  и b  из L определен вектор с , называе-
мой суммой с а b  , при этом: 

 с а b b а    , 

 ( ) ( ) ( )с а b а b с а b с        . 
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2. В множестве векторов имеется нулевой вектор 0 0 . 

3. Для каждого вектора a  имеется ему противоположный – а , та-

кой, что ( ) 0а а   . 

4. Для каждого вектора а  определен вектор а , называемый про-
изведением вектора на действительное число  , обладающий свой-
ствами: 

1 2 1 2( )a a a a      ; 

1 2 1 2( )а а а       ; 

1 2 1 2( ) ( )а а      . 

Проекция вектора на ось 

Проекцией точки М на ось e  называется основание перпендикуля-
ра, опущенного на эту ось из точки М. 

 

Проекцией вектора AB  на ось e  называется число, равное длине 
вектора A B  , заключенного между проекциями начала А и конца В 
вектора AB , причем эта длина берется со знаком (+), если вектор и 
ось e  одинаково направлены и с отрицательным знаком (–), если 
направления вектора A B   и оси e  противоположны. 

Проекция вектора есть величина скалярная. 
 Под углом между вектором и осью понимается угол между век-

тором и ортом оси. 
 Под углом между двумя векторами понимается тот угол, кото-

рый не превосходит  : 
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